Ramki 1 do 83

Program 1

Numeryczne rozwigzywanie
rownan i interpolacja

Czego naucze sie z tego programu?

Po ukoriczeniu tego programu bedziesz potrafit:

O

|

o O o O

zrozumiec znaczenie zasadniczego twierdzenia algebry;

znalez¢ oba pierwiastki réwnania kwadratowego i zrozumie¢, ze pierwiastki zespolone
réwnan wielomianowych o wspoétczynnikach rzeczywistych wystepuja w parach wzajemnie
sprzezonych;

wykorzystywac zwigzki miedzy wspolczynnikami a pierwiastkami réwnan wielomianowych
do znajdowania pierwiastkow wielomianow;

przeksztalci¢ rdwnanie szescienne do postaci zredukowanej;
stosowa¢ metode Tartaglii do znajdowania pierwiastkdw rownan szesciennych;
rozwigzywac réwnania postaci f(x) = 0 metoda polowienia;

rozwigzywac¢ réwnania z jedna niewiadoma rzeczywistg przez iteracje oraz uzywac arkusza
kalkulacyjnego w celu przyspieszenia obliczen;

rozwigzywac rownania metodg iteracyjng Newtona-Raphsona;

stosowa¢ zmodyfikowang metode Newtona-Raphsona do znajdowania pierwszego przy-
blizenia, w przypadku gdy pochodna jest mata;

rozumie¢ znaczenie interpolacji oraz stosowac interpolacje liniows i graficzng w prostych
przypadkach;

stosowac¢ wzor interpolacyjny Gregoryego-Newtona z roznicami progresywnymi i wsteczny-
mi dla wezléw réwno rozmieszczonych;

stosowa¢ wzory interpolacyjne Gaussa z réznicami centralnymi dla weztéw réwno roz-
mieszczonych;

stosowac interpolacje Lagrange’a, w przypadku gdy wezly nie sa réwno rozmieszczone.



Program 1

Wprowadzenie

W tym programie przyjrzymy sie analitycznym i numerycznym metodom rozwigzywania
réwnania z jedng niewiadomg, czyli rdwnania o postaci f(x) = 0. Ponadto zobaczymy, ze
zaleznos$¢ funkcyjng mozna wyrazi¢ w postaci zbioru uporzadkowanych par liczb zamiast
w postaci wyrazenia algebraicznego. Przyjrzymy sie interpolacyjnym metodom szacowania
wartosci f(x) dla wartosci posrednich x, nie wystepujacych na liscie par uporzadkowanych.

Na poczatku spojrzymy na zasadnicze twierdzenie algebry, ktore dotyczy rozktadu wielo-
miandéw na czynniki.

Zasadnicze twierdzenie algebry

Zasadnicze twierdzenie algebry formuluje si¢ w nastepujacy sposob:

Kazdy wielomian f(x) = a,x" + a, 1x" 1 + ... + a1x + apmozna przedstawi¢ w postaci
iloczynu n czynnikow liniowych w postaci
F®) = an(x —r)(x —72)(- - )(x — ).
Wynika z niego bezposrednio, ze istnieje n wartosci x spelniajacych réwnanie wielomianowe
f(x)=0, tzn. x=r,X=r13,...,X =1, Nazywamy je pierwiastkami wielomianu. Wez jednak
pod uwage, ze nie musza one by¢ wzajemnie rézne. Co wiecej, wspolczynniki a; oraz pierwia-
stki r; wielomianu moga by¢ rzeczywiste, czysto urojone lub zespolone.
Dla przykladu, réwnanie kwadratowe:
x2 4+ 5x 4+ 6 = 0 mozna zapisa¢ jako (x +2)(x + 3) = 0, wiec ma ono dwa rézne pierwiastki
x=—-2o0razx = —-3;
x* — 4x 4+ 4 = 0 mozna zapisa¢ jako (x — 2)(x — 2) = 0, wiec ma ono dwa identyczne pier-
wiastki x = 2 oraz x = 2;
x? 4+ x + 1 = 0 mozna zapisa¢ jako (x + a)(x + b) = 0, wiec ma ono dwa pierwiastki x = —a
oraz x = —b.

Aby znalez¢ wartosci liczbowe pierwiastkéw a, b, musimy zastosowa¢ wzory na pierwiast-
ki ogélnego rownania kwadratowego. Czy pamigtasz, jak one wygladaja? Jesli nie, spdjrz na
ramke 2 w programie E6 ,,Matematyki od zera dla inzyniera” (wydanie VIII).

Rozwigzanie réwnania kwadratowego ax® + bx + ¢ = O ma postac.............

Odpowiedz znajdziesz w nastepnej ramce.

v —b+ Vb2 — 4dac
o 2a

Dlatego pierwiastkami rownania x> + x +1=083.............

Przejdz do kolejnej ramki.
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Poniewaz

b+ VP —dac -1+V1—4

a=b=c=1,zatemx =

2a 2
1
_ 1V
2 2

To réwnanie kwadratowe ma dwa rézne rozwiazania zespolone. Zauwaz, zZe stanowig one pare
wzajemnie sprzezong — jeden jest sprzezeniem drugiego.

Jesli wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych a; ma pierwiastek zespolony, to jego
sprzezenie tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Dlatego jesli x = —2 ++/5i jest jednym z pierwiastkow rownania kwadratowego o wspdtczyn-
nikach rzeczywistych, to drugim pierwiastkiem jest.............

x=—-2—+/5i

Poniewaz

sprzezeniem x = —2 ++/5ijest x = —2 — /51, a pierwiastki zespolone réwnania wielomiano-
wego o wspotczynnikach rzeczywistych zawsze wystepuja w parach wzajemnie sprzezonych.

Réwnaniem kwadratowym z tymi dwoma pierwiastkami jest.............

X +4x+9=0

Poniewaz

jesli x = a oraz x = b sa pierwiastkami réwnania kwadratowego, to tym réwnaniem kwadra-
towym jest (x — a)(x — b) = 0. Oznacza to, ze (x — a)(x — b) = x* — (a+ b)x + ab = 0.

Tutaj tymi dwoma pierwiastkami sg x = —2 ++/5i oraz x = —2 —/5i, skad
(x=(~2+v5i)) (x= (-2 - v5i)) =o.

Oznacza to, ze x* — x (=2 +/5i — 2 — V5i)+ (-2+ V5i) (-2- V5i) = 0, dlatego
x> +4x+9=0.

Zauwaz, ze wspotczynniki tego rownaniasg.............
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rzeczywiste

Zwiazki miedzy wspoétczynnikami a pierwiastkami rownania
wielomianowego

Niech o, 8, v bedg pierwiastkami réwnania px3 +qx*+rx+s=0. Zapisujac wyrazenie
px3 4+ qx* + rx + s w zaleznosci od a, 3, v, otrzymujemy

X+ gx +rx+s= (x3+gx2+£x+£)
p q p » 7
px—a)(x—pB)(x—7)
Stad:
xS 4+ qx® +rx+5 = (x3+gxz+£x+£)
p q p » T

=px—a)(x—pB)x—19)

=p(¥® — @+ pB)x+ap)(x—7)

=p(x* — (@ + B)x* + afx — X +(a + f)x — aBy)
:p(x3 —(@+B+7)X +(af+ ay + By) x — afy).

Poréwnujemy wspoélczynniki:

1. ) L. _3
(@) » ()p’ © »

Wszystkie te rozwazania dotyczyly réwnania szesciennego. Rozszerzymy je teraz na przypa-
dek ogodlniejszego réwnania.

Przejdzmy wiec do nastepnej ramki.

Ogolnie, jesli ay, az, as, . . ., ay 53 pierwiastkami réwnania
PoX" + prxX"N 4 poXP A Ppo1X P =0 (po#0),
to: p
suma pierwiastkow = - —1;
Po
. . , 2
suma iloczynéw pierwiastkéw, po dwa naraz = p_;
Po
suma iloczynéw pierwiastkow, po trzy naraz = —‘E;
Po
suma iloczyndw pierwiastkéw, po n naraz = (71)"-&

Po’
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Dlatego jesli o, 3,7, ¢ sg pierwiastkami réwnania 3x* + 2x3 + 5x% + 7x — 4 = 0, to:

@) a+B8+y+6=............ ;

(b) af+py+y5+ba+63+ya=............ ;
() apy+pydo+~yba+aBd=............ ;

(d) apyd=.............

11

@ 2 ®) 3 © -2 @ 3

Przejdzmy do trzech przykltadéw dotyczacych tego zagadnienia.

Przyklad 1

Rozwigz réwnanie x> —8x?+9x+ 18 =0, wiedzac, ze suma dwoch jego pierwiastkow
Wynosi 5.
Postepujac podobnie jak poprzednio, jesli «, 3, v sa pierwiastkami, to:

@ 8 (b 9 (c) —18 12

Tak wiec mamya + ++v=8. Niecha+ =35
“S54+v=8 .. y=3
Mamy tez: afy=-18 «of3)=-18 .. af=-6
a+p=5 . pf=5-a .. a(S-a)=-6

®?-5a-6=0 .. (a—6)(a+1)=0 S a=-11lub 6
S B=61ub -1
Pierwiastkami rownania sg x = —1, 3, 6.
Przyklad 2 13

Rozwigz réwnanie 2x3 + 3x% — 11x — 6 = 0, wiedzac, Ze jego trzy pierwiastki tworzg cigg aryt-
metyczny.

Zapiszmy te pierwiastki jakoa — k, a, a + k.

Wtedy suma pierwiastkow to 3a=............

orazichiloczyntoa(a —k)(a+k)=.............
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14 3 p
3(1:—2, a(a+k)(a—k):§:3
- 1 1/1 2\ . B §
]es’lik—5 i a——l to k=-3ia+k= 2
=y la-—ploa—k=- =2
0 5 1 o B
]eshkffilaffi,to a—-k= 2ia+k=-3.
. .. . . 1
.. Szukanymi pierwiastkami sg —3, — > 2.

Ponizej podobny przyktad.

Przyklad 3
Rozwigz réwnanie x> + 3x* — 6x — 8 = 0, wiedzac, Ze jego trzy pierwiastki tworzg cigg geo-
metryczny.
Tym razem zapiszmy pierwiastki jako %, a, ak.
a a
Wtedy gratak=......... oraz (E) (a)(ak)=.............

15

suma pierwiastkéw wynosi —3; iloczyn pierwiastkéw wynosi 8

Wynika stad, ze pierwiastkamisg............ ,

............ Yo e e st et e

16

—4, 2, -1

Rozwigzanie poprzednich przyktadéw opiera si¢ na zwigzkach miedzy pierwiastkami
a wspolczynnikami, tzn. jesli o, 3, v sg pierwiastkami réwnania szesciennego

ax3 +bx*> + cx+d =0,
to:

17

@ -2 om0 -2

W kazdym z tych trzech przyktadéw odtworz réwnania sze$cienne, aby przekonac sie, ze s3
one poprawne.

Czas na kolejny etap.
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Rownania szescienne

Zasadnicze twierdzenie algebry méwi nam, ze kazdg funkcje szescienng
f(x)=ax® +bx* + cx+d

mozna przedstawi¢ jako iloczyn trzech czynnikéw liniowych
f(x) =alx —n)(x—r)(x —r3).

Wynika stad, ze kazde rdwnanie szescienne
fx)=ax—nr)x—r)(x—r3)=0

ma trzy pierwiastki, ktére moga by¢ wzajemnie rézne lub moga sie powtarzaé. Moga tez by¢
rzeczywiste albo zespolone. Jednakze, poniewaz pierwiastki zespolone wielomianu o wspol-
czynnikach rzeczywistych wystepuja w parach wzajemnie sprzezonych, mozna powiedziec,
ze takie rownanie sze$cienne ma

co najmniej jeden.............

pierwiastek rzeczywisty

W celu znalezienia tego pierwiastka mozna skorzysta¢ ze wzoru analogicznego do wzoru
stuzacego do znajdowania pierwiastkéw ogdlnego réwnania kwadratowego. Ten sposob zwa-
ny jest metoda Tartaglii. Jednak zanim przejdziemy do jej omdwienia, musimy nauczy¢ sig, jak
przeksztalci¢ ogolne réwnanie sze$cienne do jego postaci zredukowane;j.

Przeksztatcanie rownania szesciennego do postaci zredukowanej

Kazde réwnanie postaci

v 4+py4+q+r=0

mozna doprowadzi¢ do postaci zredukowanej x* + ax+ b = 0 przez podstawienie y = x — g

Ponizszy przyklad pokaze te metode.

Przyklad 4
Zapisz réwnanie y* + 3y + Sy + 8 = 0 w postaci zredukowane;.
3
Podstawiamy y = x — 13—) =X—z=x- 1. Réwnanie przyjmuje postac

(x—1P24+3x-1)+5x—-1)+8=0
(X3 =3x24+3x—1)+3(x* —2x+1)+5x—-1)+8=0.

Po uproszczeniu otrzymujemy.............

18
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X +2x+5=0

Metoda Tartaglii dla pierwiastka rzeczywistego

W XVI wieku Tartaglia odkryt, ze pierwiastek réwnania szesciennego x3 + ax + b = 0, gdzie
a > 0, dany jest wzorem

1/3 1/3

R a_3+b_2)/+<_9_ a_xb_Z)/

o 2 27 4 2 27 4 ’
ad b2

Wyglada to do$¢ groznie, ale jest duzo tatwiejsze niz si¢ wydaje. Zauwaz, ze g oraz |5+
pojawiajg sie dwukrotnie, wigc jest bardzo wygodnie obliczy¢ je na samym poczatku, a dopiero
potem podstawi¢ do powyzszego wzoru.

Przyklad 5
Znajdz pierwiastek rzeczywisty réwnania x* + 2x + 5 = 0.
Tutaja=2, b=5. 322,5

a3 b 8 25
S5t T =\ + g = V65463 = 2,5586

Dlatego x = (~2,5 + 2,5586)"/% + (2,5 — 2,5586)"/*

=0,3884 — 1,7166 = —1,3282, x = —1,328.
Gdy mamy juz pierwiastek rzeczywisty, rownanie szescienne mozna zredukowaé do
réwnania kwadratowego i wyznaczy¢ pozostale dwa pierwiastki: x = 0,664 + 1,823i oraz
x = 0,664 —1,823i (zob. ,Matematyka od zera dla inzyniera”, wydanie VIII, program E6).
Przyklad 6
Znajdz pierwiastek rzeczywisty réwnania 2x* + 3x — 4 = 0.

Najpierw dzielimy obie strony réwnania przez2: x3 + 1,5x —-2=0 .. a=15b=-2.

b at b>. ..
Teraz wyznaczamy - oraz AR obliczamy

Poniewaz:

1/3
b a’  b? 1/3
(_ 3 + 57 + vy > = (2,06066)/°=1,2725 oraz

3
<_é_ £+b_2>1/_ 1/3 _ 929
) 27 g = (-0,06066) /"= -0,3 8

skad x = 1,2725 — 0,3929 = 0,8796.

Uwaga: Je$li chcemy znalez¢ pierwiastek rzeczywisty réwnania x* + ax + b = 0, gdzie a <0,
najlepiej uciec si¢ do metod numerycznych. Przeczytasz o nich dalej.

Przejdz do kolejnej ramki.
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Metody numeryczne

Metody, ktorych uzywalismy dotychczas do rozwigzywania rownan kwadratowych czy tez do
znajdowania pierwiastkow rzeczywistych réwnan szesciennych, nazywamy analitycznymi. Do
otrzymania rozwigzan uzywamy w nich prostych technik algebraicznych. Wartosci liczbowe
tych rozwiazan mozna wyznaczy¢ przez wstawienie wartosci liczbowych w wyprowadzonych
wzorach. Niestety, nie kazde réwnanie wielomianowe stopnia piatego lub wyzszego mozna
rozwigza¢ metodami analitycznymi. Zamiast nich musimy uciec si¢ do czegos, co nazywa
sie metodami numerycznymi. Najprostsza metoda numeryczng do znajdowania rozwiazania
réwnania postaci f(x) = 0 jest metoda potowienia.

Metoda potowienia

Rozwigzanie réwnania f(x) = 0 metoda polowienia polega na:
znalezieniu takiej wartosci x (oznaczmy jg x = a), dla ktorej f(a) < 0;
znalezieniu takiej wartosci x (oznaczmy jg x = b), dla ktorej f(b) > 0.

Rozwigzanie réwnania f(x) = 0 musileze¢ miedzy aib. Co wiecej, musileze¢ albo w pierwszej
polowie przedziatu o koncach a, b, albo w jego drugiej polowie.

f(x)
f(b)>0
f([a + b]/2)
a
a+b b X
f(a)<0 2

Teraz obliczamy warto$¢ f((a + b)/2), czyli wartos¢ funkji f dla argumentu x lezacego doklad-
nie w polowie pomiedzy a oraz b.

Jeslif((a + b)/2)> 0, to rozwigzanie lezy w pierwszej polowie. Jesli natomiast f((a + b)/2) < 0,
to rozwigzanie lezy w drugiej potowie. Te procedure powtarzamy, na kazdym kroku dwukrot-
nie zawezajac dlugos¢ przedziatu, w ktorym poszukujemy rozwigzania. Wszystko wyjasni
przyktad.

Przyklad 7

Znajdz dodatnie rozwigzanie réwnania x> — 2 = 0.

Najpierw zauwazamy, Ze jesli x = 1, to x> — 2 < O oraz jedli x = 2, to x> — 2 > 0.
Dlatego szukane rozwigzanie lezy pomiedzy 1 a 2.

Poszukujemy.............

23



10

24

25

26

Program 1

srodka pomiedzy 1 a 2, czyli 1,5.

Jeslix =1,5tox2 —2=0,25> 0,
dlatego rozwigzanie musi leze¢ pomiedzy.............

lal,s

Srodkiem pomiedzy 1 a 1,5 jest 1,25. Jesli x = 1,25, to x2—2=-0,4375<0,
dlatego rozwigzanie musi leze¢ pomiedzy.............

1,25a1,5

Srodkiem pomiedzy 1,25 a 1,5 jest 1,375. Obliczamy dla niego wartos¢ wyrazenia x* — 2
i okreslamy, w ktorej potowie przedzialu lezy rozwigzanie. Kontynuujemy ten proces. Jego wy-
niki pokazuje ponizsza tabela. Skfada si¢ ona z blokéw po szes¢ liczb zgrupowanych w dwéch
kolumnach. Pierwsza z nich zawiera konce przedzialu i jego punkt srodkowy. Druga za$ za-
wiera odpowiadajgce im warto$ci wyrazenia f(x) = x* — 2. Tabele sporzadzamy w nastepujacy
sposob:
(a) W kazdym bloku szesciu liczb kopiujemy ostatnia liczbe z pierwszej kolumny na drugie
miejsce w pierwszej kolumnie nastepnego bloku. Jest to srodek poprzedniego przedziatu.
(b) W kazdym bloku sze$ciu liczb kopiujemy z pierwszej kolumny liczbe reprezentujaca drugi
koniec nowego przedzialu na pierwsze miejsce w pierwszej kolumnie nastepnego bloku.
Aby zdecydowac, ktorg liczbe skopiowad, patrzymy na znaki w drugiej kolumnie.

a 1,0000_-1,0000 ,,1,0000 —1,0000 » 1,5000 0,2500  1,5000 0,2500
b 2,0000  2,0000 71,5000/0,/25%) » 1,2500 -0,4375  1,3750 —0,1094
(a+b)/2 1,5000—0,2500  1,2500=0,4375 1,3750 —0,1094  1,4375 0,0664
a 1,3750 -0,1094 1,4375 0,0664 1,4063 -0,0225 11,4219 0,0217
b 1,4375 0,0664 1,4063 —0,0225 1,4219 0,0217 11,4141 —0,0004

(a+Db)/2 1,4063 -0,0225 1,4219 0,0217 1,4141 -0,0004 1,4180 0,0106

a 1,4141 -0,0004  1,4141 —0,0004 1,4141 -0,0004 1,4141 —0,0004
b 1,4180 0,0106 1,4160 0,0051 1,4150 0,0023 1,4146 0,0010
(a+Db)/2 1,4160 0,0051 1,4150 0,0023 1,4146 0,0010 1,4143 0,0003

a 1,4141 -0,0004 11,4143 0,0003 1,4142 -0,0001
b 1,4143 0,0003 1,4142 -0,0001 1,4142 0,0001
(a+b)/2 1,4142 -0,0001  1,4142 0,0001 1,4142 0,0000

Koncowym wynikiem z dokladnoscig do czterech miejsc po przecinku jest x = 1,4142 i jest to
poprawna odpowiedz na tym poziomie dokladnosci. Jednak jej otrzymanie wymagato duzego
nakladu pracy. Znacznie szybszym sposobem rozwigzania tego rownania jest zastosowanie
wzoru iteracyjnego wprowadzonego przez Newtona.

Przejdz do kolejnej ramki.
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Numeryczne rozwigzywanie rownan przez iteracje

Proces numerycznego rozwigzywania réwnania

f(x) =0
przez iteracje polega na znalezieniu przyblizonego rozwiazania, ktérego nastgpnie uzywa
sie do otrzymania rozwigzania doktadniejszego. Te procedure powtarzamy az do momentu,
w ktérym znalezione rozwigzanie osiggnie zadang dokladnos¢. Dla przykladu, Newton poka-
zal, ze warto$¢ v2 mozna wyznaczy¢ w procesie zwanym iteracjg. Jesli x? = 2, to 2x> = x> + 2
i po podzieleniu obu stron przez 2x dochodzimy do

x 1

X = z + ;
Jedli uzyjemy przyblizonej warto$ci v2 do wyznaczenia prawej strony tego rownania, otrzymu-
jemy lepsze przyblizenie v2. Znéw uzywamy go do obliczenia prawej strony, dostajac jeszcze
lepsze przyblizenie v2. Powtarzamy te procedure az otrzymane przyblizenie osiggnie zgdang
doktadnos¢. Jest to metoda iteracyjna, a opisuje ja wzor

Xi 1 .
Xi+1:§—|—x—i 170,1,2,...,
gdzie x¢ jest poczatkowym przyblizeniem, od ktérego rozpoczynamy iteracje. Aby znalez¢ ko-
lejne przyblizenia v2 (kazde z coraz to wigksza dokladnoscia), postepujemy w nastepujacy
sposob. Niech xo =1,5 bedzie przyblizeniem znalezionym w pierwszym kroku metody
polowienia. Wtedy

1

X == (xo +£> =0,5(1,5+2/1,5) = 1,4166. ...
2 X0

Tej wartosci uzyjemy do znalezienia x,.

Zaokraglajac x; do 1,4167, znajdujemy x, =.............

X2 =1,4142

Poniewaz

Xy = % <x1 + X£> =0,5(1,4167 +2/1,4167) = 1,4142. ...
1

Osiagnelismy te sama dokladnos¢ jak w metodzie potowienia juz w drugim kroku.

Zastosowanie arkusza kalkulacyjnego

Te prosta procedure iteracyjng mozemy w bardziej efektywny sposéb wykonac¢, uzywajac ar-
kusza kalkulacyjnego. Jesli go nigdy nie uzywates, spdjrz do programu F4 ,,Matematyki od zera
dla inzyniera” (wydanie VIII), gdzie stosuje si¢ arkusz kalkulacyjny do rysowania wykreséw
funkgcji. Jesli masz podstawowaq wiedze dotyczaca uzywania arkusza kalkulacyjnego, bedziesz
w stanie przesledzi¢ zawarty tu material. Bedziemy uzywac arkusza kalkulacyjnego Microsoft
Excel, aczkolwiek wszystkie arkusze kalkulacyjne posiadaja poréwnywalne mozliwosci.

Otworz arkusz i w komoérce Al wpisz 7, a nastepnie nacisnij Enter. W pierwszej kolumnie
umie$cimy numery kolejnych iteracji. W komorce A2 wpisz 0 i nacisnij Enter. Przejdz do
komorki A2 i zaznacz blok komérek od A2 do A7, przeciagajac myszke z wcisnigtym lewym
przyciskiem az do A7. W menu Edycja na pasku komend kliknij Wypelnienie, a p6zniej Seria
danych i zaakceptuj standardowa warto$¢ kroku 1, klikajac OK w oknie, ktére si¢ pojawi.

Komorki od A3 do A7 bedg zawiera¢.............

27

28

1
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liczby od 1 do 5

W komorce B1 wpisz x - ta kolumna bedzie zawierac kolejne wartosci x otrzymane w procesie
iteracji. W komorce B2 wpisz warto$¢ xo, czyli 1,5.
W komoérce B3 wpisz formule

=0,5(B2+2/B2).

W komoérce B3 pojawia sig liczba.............

1,41666667

Przejdz do komorki B3 i skopiuj jej zawarto$¢ do schowka (np. przez naci$niecie kombinacji
klawiszy Ctrl C). Podswietl komoérki od B3 do B7 i wklej do nich zawarto$¢ schowka (np. przez
naci$nigcie kombinacji klawiszy Ctrl V).

Komérki od B4 do B7 wypelnig si¢ liczbami i zobaczymy

n X

0 1,5

1 1,41666667
2 1,41421569
3 1,41421356
4 1,41421356
5 1,41421356

Mozemy teraz sformatowac arkusz, aby uzyska¢ wyglad podobny do ponizszego.

X
1,500000000000000
1,416666666666670
1,414215686274510
1,414213562374690
1,414213562373090
1,414213562373090

LNk W~ O3

Liczbe cyfr po przecinku ustawiono tu na 15, czyli znacznie wigcej niz potrzeba. Chodzito
jednak o zaprezentowanie efektywnosci arkusza kalkulacyjnego.

Zauwaz, ze aby uzyskac przyblizenie z doktadnoscig do zadanej liczby cyfr po przecinku (lub
cyfr znaczqgcych), wystarczy kontynuowac iteracje do momentu, kiedy odpowiednie cyfry nie
zmieniajg si¢ w kolejnych iteracjach.

Zapisz swoj arkusz, nadajac mu odpowiednig nazwe, jak np. Newton, poniewaz bedzie on
jeszcze potrzebny.

Teraz przyjrzymy sie temu arkuszowi nieco doktadniej.
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Adresy wzgledne 32

Przejdz do komorki B3, ktdra zawiera formule = 0,5(B2+2/B2). Teraz przejdz do komoérki B4,
ktdra zawiera formule = 0,5(B3+2/B3). Skad wynika réznica?

Jesli wprowadzasz adres B2 do formuly w komorce B3, arkusz rozumie to jako zawartosé
komorki, ktéra jest bezposrednio nad nig. W tym znaczeniu kopiuje si¢ to do B4, dla ktorej
komorkg bezposrednio nad nig jest B3. Jesli chcesz odwota¢ si¢ do konkretnej komorki
arkusza (nie chcac, aby jej adres byl zmieniany przy kopiowaniu), musisz postuzy¢ si¢ adre-
sem bezwzglednym.

Przejdz do komorki C1 i wpisz w niej 2. Teraz przejdz do B3 i edytuj jej formute do postaci

=0,5(B2+$C$1/B2),

a nastepnie skopiuj ja do komdrek od B4 do B7. Liczby w drugiej kolumnie nie zmie-
nily sie, ale formuly juz tak, poniewaz w komoérkach od B3 do B7 mamy odwolanie do tej
samej komorki — C1. Zastosowanie znaku dolara oznacza uzycie adresu bezwzglednego. Dla-
czego to zrobilismy?

Zmien teraz liczb¢ w komorce C1 na 3, a otrzymasz.............

33

X

1,500000000000000
1,750000000000000
1,732142857142860
1,732050810014730
1,732050807568880
1,732050807 568880

Nk W= O3

Widzimy tu iterowane przyblizenia /3, czyli pierwiastka kwadratowego liczby w komérce C1.
Mozemy teraz uzy¢ naszego arkusza do znalezienia przyblizenia pierwiastka dowolnej liczby
dodatniej.

Metoda iteracyjna Newtona znajdowania pierwiastka kwadratowego liczby dodatniej jest
przypadkiem szczegélnym metody Newtona-Raphsona stuzacej do znajdowania rozwigzania
ogolnego réwnania postaci f(x) = 0. W kolejnej ramce rozpoczniemy jej omawianie.

Metoda iteracyjna Newtona-Raphsona'

34

Y
Spojrzmy na wykres funkcji y = f(x) po prawej stronie.
Wspolrzedna x punktu A, w ktérym wykres przecina o§ x,
stanowi rozwigzanie réwnania f(x) = 0.

fix)

Jesli P jest punktem na krzywej bliskim punktowi A, to g
X = X jest przyblizeniem rozwigzania réwnania f(x) = 0.
Blad tego przyblizenia jest dlugoscig odcinka AB.

0

'W literaturze polskojezycznej ta metoda jest tez nazywana metoda stycznych - przyp. thum.

13
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Program 1
Niech PQ bedzie styczng do krzywej w punkcie P, przecinajacg o$ x w punkcie Q(x,, 0).
Wtedy x = x; jest lepszym przyblizeniem poszukiwanego rozwigzania.

. . PB dyl . . .

Patrzac na powyzszy rysunek, spostrzegamy, ze —— = |<=| jest wartodcia pochodnej
. . . QB [dx],

funkcji f w punkcie P, czyli dla x = xo.

" % ={f"(x0) oraz PB=f(xp).

S om_ DB flx) y
. QB = i)~ Fil) h (Tak oznaczmy te wartosc).

X1 =Xo — h, JLX1 =X — )C(();(z)))

Jesli rozpoczniemy obliczenia od wartosci przyblizonej x poszukiwanego rozwigzania, moze-
my wyznaczy¢ lepsze przyblizenie x1. Oczywiscie ten proces mozna powtarzaé, aby lepiej
przyblizy¢ wynik. Zobaczmy, jak to dziala w praktyce.

Przejdz do kolejnej ramki.

Przyklad 1

Réwnanie x3 — 3x — 4 = 0 ma posta¢ f(x) = 0. Skoro f(1) < 0 oraz f(3) > 0, to nasze réwnanie
ma rozwigzanie pomiedzy 1 a 3. Majac na wzgledzie metod¢ polowienia przedzialu, mozemy
przyjac pierwsze przyblizenie rozwigzania jako 2. Znajdzmy jego lepsze przyblizenie.
Mamy f(x) = x> — 3x — 4. Sof'(x) =3x2 =3,
Pierwszym przyblizeniem jest xo = 2, wigc

flxo) = f(2) = —2 oraz f'(xo) =['(2) =9.
Wyznaczamy lepsze przyblizenie x;:

_f(X()) —x _X()3—3X0—4
fixo) ~ ™" 3x02 -3

X1 = Xo
_, (=2
X1 =2 =222
Xo=2; x1 =222,

Jesli teraz rozpoczniemy od x;, mozemy otrzymac lepsze przyblizenie, powtarzajgc ten proces.

o fa) o x®-3x -4
T aay TN T T 323
Otrzymujemy x; = 2,22. f(x1)=............ s ()=

f(x1) =0,281; f'(x1) = 11,785

Dlatego xa=.............
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X5 = 2,196 37

Poniewaz

0,281

X2 =2,22 =179

= 2,196,

Zaczynajac teraz od x; = 2,196, mozemy kontynuowac ten proces do czasu, az w ktéryms kro-
ku obliczone przyblizenie miesci si¢ w granicach przyjetej przez nas dokladnosci.

X3 = 2,196 38

Poniewaz:
f(x2) = £(2,196) = 0,002026;  f'(x2) = £'(2,196) = 11,467.
. f(x2) 0,00203

= Xy — — 2196 —
X=X - g =196 - S9oe

Ten proces jest prosty, ale efektywny. Mozna go wciaz powtarzaé. Kazde powtorzenie -
iteracja — zwykle daje wynik coraz to blizszy szukanego rozwigzania.

= 2,196 z dokladnoscia do czterech cyfr znaczacych.

Ogdlnie xp1=.............

Fx) 39

T )

Tabelaryczne przedstawienie wynikow

Otworz arkusz kalkulacyjny i w komoérkach od A1 do D1 wpisz nagléwki n, x, f(x) oraz f'(x).
Wypelnij komoérki od A2 do A6 liczbami od 0 do 4.

W komorce B2 wpisz warto$¢ xo, czyli 2.

W komorce C2 wpisz formute na f(xo), czyli =B273 - 3*B2 - 4 i skopiuj ja do komoérek od C3
do Cé.

W komorce D2 wpisz formule na f'(xo), czyli =3*B2/2 - 3 i skopiuj ja do komdrek od D3
do Dé.

W komorce B3 wpisz formule na x;, czyli = B2 - C2/D2 i skopiuj ja do komérek od B4 do Bé.

Arkusz powinien wyswietlac............ (z doktadnoscia do 6 cyfr po przecinku).
n x Fx) F(x) 40
0 2 -2 9
1 2,222222 0,307270 11,814815
2 2,196215 0,004492 11,470081
3 2,195823 0,000001 11,464922
4 2,195823 0,000000 11,464920

Kiedy tylko liczby w drugiej kolumnie zaczng si¢ powtarzaé, wiemy, ze osiagneliémy zadana
dokladnos¢. Stad szukanym pierwiastkiem réwnania jest x = 2,195823 (z doktadnoscig do
szesciu cyfr po przecinku). Teraz zapisz arkusz, aby postuzyl Ci jako szablon do rozwigzywa-
nia podobnych probleméw.
Spoéjrzmy na kolejny przyklad.
Przejdz do kolejnej ramki.
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Przyklad 2

Réwnanie x3 + 2x* — 5x — 1 = 0 ma postac f(x) = 0. Skoro f(1) < 0 oraz f(2) > 0, to ma ono

rozwigzanie pomiedzy 1 a 2. Niech jego pierwszym przyblizeniem bedzie x = 1,5. Metoda

Newtona-Raphsona znajdziemy rozwigzanie z dokladnoscig do szesciu cyfr po przecinku.
Skorzystamy z poprzedniego arkusza jako szablonu, robigc nastepujace zmiany.

W komorce B2 wpisujemy liczbe.............

1,5

Poniewaz
jest to wartos¢ xo, od ktdrej zaczynamy iteracje.

W komérce C2 wpisujemy formufe.............

=B2"3 + 2*B2”2 - §*B2 - 1

Poniewaz
jest to warto$¢ f(xo) = Xo® + 2x0? — 5xo — 1. Skopiujmy zawarto$¢ komdrki C2 do komérek
od C3 do C5.

W komorce D2 wpisujemy formule.............

=3*B2"2 + 4*B2 - 5

Poniewaz

jest to warto$¢ f’(xg) = 3x0% + 4xo — 5. Skopiujmy zawarto$¢ komorki D2 do komorek od
D3 do D5.

W komorce B2 pozostaje identyczna formuta.............

=B2 - C2/D2

Ostatecznie widzimy.............

X f(x) ')
1,5 ~0,625 7,75
1,580645  0,042798  8,817898
1,575792  0,000159  8,752524
1,575773  0,000000  8,752280
1,575773  0,000000  8,752280

B w N~k O3

Powtarzanie si¢ wartosci x przekonuje nas, ze x = 1,575773 jest przyblizeniem rozwigzania
z dokladnoscia do szeéciu cyfr po przecinku.

Nastepny przyklad postaraj si¢ zrobi¢ samodzielnie.

Przejdz do kolejnej ramki.
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Przyklad 3

Réwnanie 2x® —7x> —x+12=0 ma pierwiastek bliski x = 1,5. Metoda Newtona-
Raphsona wyznacz go z doktadnoscia do szesciu cyfr po przecinku.

Rozwigzaniem otrzymanym w arkuszu kalkulacyjnym jest.............

x = 1,686141 z dokladnoscia do szesciu cyfr po przecinku

Poniewaz:
Wypelnij komérki od A2 do A6 liczbami od 0 do 4.
W komorce B2 wpisz wartos¢ xo, czyli 1,5.
W komorce C2 wpisz formule na f(xo), czyli =2*B2/3 - 7*B2/2 - B2 + 12 oraz skopiuj ja do
komorek od C3 do C6.
W komdrce D2 wpisz formute na f”(xo), czyli = 6*B2/2 - 14*B2 - 1 oraz skopiuj ja do komorek
od D3 do Dé.
W komorce B3 wpisz formule na x;, czyli = B2 - C2/D2 oraz skopiuj ja do komérek od B4 do
Be.

Ostatecznie (po sformatowaniu do szesciu cyfr po przecinku)

widzimy warkuszu.............

n X f(x) f'(x)

0 1,5 1,5 -8,5

1 1,676471  0,073275  —7,60727
2 1,686103  0,000286  —7,54778
3 1,686141  4,46E09  —7,54755
4 168141 0 ~7,54755

W miejscu, w ktérym liczba w drugiej kolumnie zaczyna sie powtarza¢, widzimy, Ze osiagne-
lismy zatozong przez nas dokladnos¢. Stad szukanym pierwiastkiem réwnania jest x=1,686141
(z dokladnoscig do szesciu cyfr po przecinku).

Pierwsze przyblizenia

Cala metoda opiera si¢ na znajomosci pierwszego przyblizenia szukanego rozwiazania. Jesli
nie mamy wskazowki, mozna je znalez¢ jednym z dwoch sposobow:

(a) stosujac twierdzenie o reszcie (zob. twierdzenie Bézouta, program F.3, ,Matematyka od
zera dla inzyniera’,wydanie VIII), jesli funkcja jest wielomianem;
(b) szkicujac wykres funkgji.

Przyklad 4

Znajdz pierwiastek rzeczywisty réwnania x> + 5x% — 3x — 4 = 0z dokladnoscia do szeéciu cyfr
znaczacych.

47
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Zastosowanie twierdzenia o reszcie (twierdzenia Bézouta) polega na fx)
podstawianiu x = 0, x = 1, x = +2 itd. do czasu, kiedy wartosci wielo- T 3
mianu dla dwoéch kolejnych liczb catkowitych maja rézne znaki. |

Fix) =x3 +5x2 —3x— 4 |

fO =% f)=-1  f(-1)=3. S\ o«
Widzimy zmiane znaku dla f(0) oraz f(—1). Dlatego pierwiastek rowna-
nia lezy pomiedzy x =0ax=-1.
Wybieramy wiec x = -0,5 jako pierwsze przyblizenie i postepujemy tak
jak powyzej. -

Skonstruuj tabele, aby otrzymac pierwiastek.

x=-0,675527

Tabela utworzona w arkuszu kalkulacyjnym powinna wygladac tak:

Przyklad 5

n x f(x) f'(x)

0 ~0,500000 ~1,375000 ~7,250000
1 ~0,689655 0,119070 ~8,469679
2 ~0,675597 0,000582 ~8,386675
3 ~0,675527 0,000000 ~8,386262
4 ~0,675527 0,000000 ~8,386262

Rozwiaz réwnanie e* + x — 2 = 0, podajac jego pierwiastek z dokladnoscia do szesciu cyfr

znaczacych.

Czasem w celu otrzymania pierwszego przyblizenia szukanego pierwiastka wygodniej jest na-
rysowac wykres jednej lub kilku funkcji.

W naszym przypadku réwnanie mozna przeksztalci¢ do postacie® = 2 — x i narysowac linie
o rownaniach y = e‘orazy =2 — x.

X 0,2 0,4 0,6 0,8 1
e 1,22 1,49 1,82 2,23 2,72
2—x 1,8 1,6 1,4 1,2 1
y
3| Yoo
2

Mozemy zauwazy¢, ze obie linie przecinajg si¢ pomiedzy x = 0,4 a x = 0,6.

o

0

0.2 0.4
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Pierwszym przyblizeniem bedzie x = 0,4.
fx)=e"+x—-2 fl(x)=¢"+1
X=.iiiii
Dokoticzmy to.
x = 0,442854 52
Tabela utworzona w arkuszu kalkulacyjnym powinna wygladac¢ tak:
n X f(x) f'(x)
0 0,400000 —-0,108175 2,491825
1 0,443412 0,001426 2,558014
2 0,442854 0,000000 2,557146
3 0,442854 0,000000 2,557146
Uwaga: W niektoérych przypadkach przyblizenia uzyskane metoda Newtona-Raphsona nie sg
zbiezne do poszukiwanego rozwigzania réwnania. Dzieje si¢ tak, kiedy pochodna f(xo) jest
bardzo mata. Zanim wiec zakoficzymy omawianie tej metody, zbadamy ten problem.
Zmodyfikowana metoda Newtona-Raphsona 53

Jesli nachylenie krzywej w punkcie x = xo jest mate, warto$¢ drugiego przyblizenia x = x; moze
leze¢ dalej od dokladnego rozwigzania niz pierwsze przyblizenie.

T

X, / X X

f(x)

Jesli x = xq jest pierwszym przyblizeniem rozwigzania réwnania f(x) = 0 oraz x = xo — h jest
rozwigzaniem doktadnym, to f(xo — h) = 0. Zapiszmy szereg Taylora:

2
(0 — ) = Fx0) — hf(x0) + o1 "(30) — ... =0.

(a) Przypu$émy, ze h jest na tyle matle, ze wyrazenia zawierajace potegi h* i wyzsze mozemy
pominac. Wtedy powyzszy wzor zapiszemy w postaci

f(xo —h) = f(x0) — hf'(x0), tj. f(x0) — hf"(x0) ~ 01 stad

_ [(xo) . B f(xo) . N . L .
~ Fixoy <© daje x1 =xo — Fi(x) jako lepsze przyblizenie rozwigzania réwnania
f(x)=0.
Tego wlasnie uzywaliSmy poprzednio. Jednak moze to nie dzialac, jesli pochodna f7(x) jest

mala.

Uwaga: h jest dodatnie, chyba ze wyrazenia f(xo) oraz f’(xo) s3 przeciwnych znakéw.

19
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(b) Rozwazmy teraz pierwsze trzy wyrazy szeregu Taylora. Wtedy
h? .
f(xo = h) = f(x0) = hf'(x0) + 5; " (x0) ~ 0, czyli

2f (x0) — 2hf"(x0) + H*f"(x0) = 0.
Poniewaz warto$¢ pochodnej f’(xo) jest mala, zatozymy, ze mozna jg pomina¢, wiec

— —2f (xo)

" o)
Zatem h = —2f(xo) chyba ze f (x0)if’(xo) sg réznych znakéw, wtedy h = — —2f(x0)
o) Y > wtedy Filxg)

Uzywamy tej metody tylko w przypadku, gdy pochodna f’(xo) jest bardzo mata. Wylicza-
jac teraz x;, majac dane xo, w kolejnych krokach wracamy do standardowej metody

f (o)

Xn41 = Xp — W-
Zwrd¢ na to uwage.

Przyklad 6

Wiemy, ze rownanie x> — 1,3x* + 0,4x — 0,03 = 0 ma pierwiastek blisko x = 0,7. Znajdz go
z dokltadnoscia do szesciu cyfr znaczacych.

Zaczynamy jak zwykle.
f(x) =x>—1,3x% +0,4x — 0,03
f(x) =3x* - 2,6x+0,4

I uzupelniamy pierwszy wiersz tabeli.

X,H,] = Xp _h

h Xn f(xn) f'(xn) h=

0 0,7

Uzupelnijmy tylko ten pierwszy wiersz warto$ciami liczbowymi.

Mamy:
f(xn)
no| x f(xn) ' (xn) h= f/(xr:,) Xpi1 =Xn —h
0 0,7 —0,044 0,05 —-0,88 1,58

Natychmiast zauwazamy, Ze:
(a) wartos¢ x; jest daleko od pierwszego przyblizenia (0,7) szukanego pierwiastka;
(b) wartos¢ f”(xo) jest mata (0,05).

Aby uzyskac x3, startujemy od nowa, uzywajac zmodyfikowanego wzoru x1=.............
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2f (xo) 26
_ X0
X1 =X
TV )
f(x) =x>—1,3x*+0,4x — 0,03 = ((x — 1,3)x + 0,4)x — 0,03
f'(x) =3x*>—2,6x+0,4 =(3x—-2,6)x+04
f(x) =6x—2,6
—2f (xo)
" h= =Xoth
n X0 f(xo0) " (xo0) 7(x0) X1 = Xo
0 0,7 —-0,044
Uzupelnij ten wiersz.
5 57
—2f(x
IR B B B B e R N
0 0,7 —0,044 1,6 0,2345 0,9345
Zauwaz, ze do wyznaczenia warto$ci x; = xo = h bierzemy znak dodatni, poniewaz dla xo = 0,7
warto$¢ f(xo) jest ujemna, a nachylenie f'(xo) jest dodatnie.
Y IL/<'I X
!
~0,044 —
Majac obliczone x; = 0,9345, wracamy w dalszych obliczeniach do zwyklego wzoru
Xpi1 = Xp — ;{ (();")) Uzupelniamy tabele i otrzymujemy z niej poszukiwane rozwigzanie.
Tabela utworzona w arkuszu kalkulacyjnym powinna wygladac¢ tak: 58

n x fx) o e
0 0,7 —0,044 0,05 1,6
1 0,934521 0,024625 0,590233

2 0,892801 0,002544 0,469997

3 0,887387 4,02E-05 0,45516

4 0,887298 1,06E-08 0,454919

5 0,887298 9,16E-16 0,454919

Z dokladnoscia do szesciu cyfr znaczacych otrzymujemy zatem x = 0,887298.
Zauwaz, ze metody zmodyfikowanej uzylismy tylko do obliczenia x;. Dalej stosowalismy
zwykla metode Newtona-Raphsona.
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A teraz...

Do tej pory naszym zadaniem bylo znalez¢ taka wartos¢ x, ktdra spetnia rownanie f(x) = 0. To
jest podejscie ogolne, poniewaz kazde réwnanie z niewiadoma x mozna zapisa¢ w tej postaci.
Dla przykladu réwnanie

sinx = x — e
mozna przeksztalci¢ do postaci
sinx —x+e* =0
i rozwigza¢ je jedng z omdéwionych dotychczas metod.

Teraz bedziemy chcieli postgpi¢ inaczej — dla danej wartosci x znalez¢ odpowiadajacg jej
wartos¢ f(x). Jesli funkcja f(x) jest dana dokladnym wzorem, wtedy nie ma z tym problemu.
Wystarczy podstawi¢ x do wzoru i dokona¢ obliczen. Jednak bardzo czgsto nasza funkcja ist-
nieje, ale nie jest dana dokladnym wzorem. Jest tak na przyklad, jesli mamy do czynienia
z wartosciami otrzymanymi w wyniku jakiego$§ eksperymentu lub testu praktycznego.
W kolejnych ramkach zajmiemy sie tym problemem.

Przejdz do kolejnej ramki.

Interpolacja

Jesli funkcja jest okreslona konkretnym wzorem, jak np.
f(x)=4x> -3x*+7

czy
f(x) = Ssin e,

to wartos$ci zmiennej zaleznej f(x) odpowiadajace zadanym wartosciom zmiennej niezalez-
nej x mozna wyznaczy¢ przez bezposrednie podstawienie. Jednak czasami funkcja nie jest
okreslona w ten sposob, ale przez zbiér uporzadkowanych par liczb.

Przyklad 1
Przypusémy, ze funkcja f jest okreslona nastepujacym zbiorem danych:
N f(x) Wart(.)s’ci pos’rec%nie, np. dla x = 2,5, mozna wyznaczy¢ w procesie zwa-
1 4 nym interpolacja.
2 14
3 40 Jest oczywiste, Ze wartos$¢ f(2,5) lezy pomiedzy 14 a 40, czyli warto$ciami
funkcji dla x = 2 oraz x = 3.
4 88
5 164
6 274

Mozemy oszacowac f(2,5)=.............
Co proponujesz?
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60

27

Interpolacja liniowa

Jesli twdj wynik to 27, bez watpienia zauwazyles, ze x = 2,5 lezy posrodku miedzy
x=2ax=3,wiec f(2,5) powinno leze¢ posrodku miedzy 14 i 40, a zatem bedzie to 27. Jest to
najprostsza postac interpolacji. Ale nikt nie powiedzial, Ze pomiedzy x a f(x) istnieje zaleznos¢
liniowa. Dlatego podany wynik jest jedynie tym, jakiego mozna si¢ spodziewac.

Oczywiscie mozna tez oszacowac wartos$c¢ f(2,5) innymi sposobami, np.

61

rysujac wykres funkcji f(x)

Interpolacja graficzna

Mozna oczywiscie narysowa¢ wykres funkcji f(x) i na jego podstawie oszacowac wartos¢ f(x)
dlax =2,5.

f(x)

100 [ . . .
Ta metoda tez jest przyblizona; ponadto moze

zabraé nam wiele czasu.
£(2,5) ~ 26

80
60
40
20

0 1 2 3 4 X

W kolejnych ramkach spojrzymy na interpolacje z punktu widzenia réznic skoriczonych.
Ta metoda jest szybka i uzyteczna, gdy warto$ci x sg rbwno rozmieszczone. Jesli natomiast
wartosci x nie s3 rowno rozmieszczone, musimy uciec si¢ do bardziej zaawansowanej meto-
dy algebraicznej zwanej interpolacjg Lagrangea (ktérej oczywiscie mozna uzy¢ réwniez dla
punktéw réwno rozmieszczonych).

Przejdz do kolejnej ramki.
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62  Wzor interpolacyjny Gregory’ego-Newtona z réznicami progresywnymi

x f(x)
: : Zakladamy, ze Xo, X1, ... s3 réwno roz-
mieszczone oraz xg < X1 < ...

x f(x0) _
ool ke | A= e~ f)

Dla kazdej pary wystepujacych w powyzszej tabeli kolejnych wartosci funkeji f (xo) oraz f(x1)
obliczamy réznice progresywng Afy, odejmujac f(xo) od f(x1). Te rdznice zapisujemy w trzeciej
kolumnie tabeli, w srodku pomiedzy wierszami zawierajacymi f(xo) i f (x1).

x F(x) Af
1 4 10 Uzupel'nij. tabele, Eliywajqc danych z ramki 59. Tabe-
2 14 la przyjmie postac.............
26
3 40

63

x  f) Af
! * 10
2 14 26
340 18
4 88 26
5164 o
6 274

Teraz dopiszemy czwartg kolumne, w ktérej umie$cimy rdéznice progresywne wartosci Af.
Oznaczymy je przez A’f i zapiszemy w $rodku pomiedzy wierszami zawierajacymi Af.
Nazwiemy je réznicami progresywnymi drugiego rzedu funkcji f (x).

Nasza tabela przyjmie wigc postac.............

64

X f AF &
L4 g

2 14, 16
3040 L 2
4 88 28
soole4 0 34
6 274

W podobny sposéb mozemy doda¢ kolejng kolumne zawierajacg réznice progresywne trze-
ciego rzedu (A3f). Otrzymujemy.............
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x ) A Nf N 6
1 4 10

2 14 26 16 6

3 40 48 22 6

4 88 76 28 6

5 164 110 34

6 274

Zauwaz, ze konstrukcja tabeli zostala zakonczona, poniewaz réznice trzeciego rzedu sg stale,
wigc wszystkie réznice kolejnych rzedéw beda zerowe.

Teraz zobaczysz, jak uzyc tej tabeli. Przejdz wiec dalej.

Wyznaczymy teraz f(2,5). 66
X f(x) Af A%f Af
1 4
10
X0 — 2 14 16
Xp —[————pF———~ - L 26 6
X1 — 3 40 T--ol_ 22
48 T - 6
4 88 28 T--
76 6
S 164 34
110
6 274

Oznaczmy x = 2 jako xo

x = 3 jako x }XZZ’S jako x;,

Niech h bedzie stalym odstgpem pomiedzy kolejnymi warto$ciami x, czyli h = x; — xo.

Zapisujemy wyrazenie X, — xo jako odpowiednig cze$¢ h, tj. p = s ;XO, O<p<Ll
-2,0
W naszym przypadkuh =1 oraz p = Z’Sf =0,5.
Uzywamy tylko wartosci podkreslonych w powyzszej tabeli linig przerywang.
Sa to:
p=.... ... 5 fo=, 5 Afo=.o ;



26 Program 1

67

p=05 fo=14; Afy=26; A%fy=22; A3fy=6

Mozemy juz zapisa¢ wzor interpolacyjny Gregoryego-Newtona z roznicami progresywnymi.

pp—1) pp—-1)(p—-2)
1z Mt T A

Czasami zapisujemy to w postaci operatorowe;j

plp—1) pp—1)(p—-2)
5 A%+ A3+...)f0,

fp = fo +pAfo + fo+...

;;_(1+pA+ 3

w ktorej bez watpienia mozna rozpoznaé rozwiniecie dwumianowe wyrazenia
fo=0+2Y " fo

Wstawienie wartosci z powyzszego przykladu daje nam

F(2,5)=fp=ueiiini...

68

24,625

Poniewaz:

f,=14+0,526 + 0,5:(=0,5) 0,5-(~0,5)(~1,5)

I
=14+13-2,75+ 0,375
=27,375 - 2,75 = 24,625.

Poréwnajmy wszystkie trzy omdéwione metody.

(a) Interpolacja liniowa: f(2,5) = 27.

(b) Interpolacja graficzna: f(2,5) = 26.

(c) Wzér interpolacyjny Gregoryego-Newtona: f(2,5) = 24,625.

-6

Przyklad 2

X F(x) Wyznacz warto$¢ f(x) dla x = 5,5.
14 W tym przypadku:

88 Xo=............ 5 X1=.. .. ... ... 5

274 h=............ 5 p: .............
620
10 1174

0 O DN

69

xo=4; x1=6; h=2; p=0,75

Poniewaz:
I’lle—X0:6—4=2;
p_xp—x0_5,5—4_1,5

h 2 2

Najpierw stworzymy tabele réznic progresywnych.............

=0,75.
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x fx) Af A | A 70
2 14
74
X0 — 4 88 112
186 48
X — 6 274 160
346 48
8 620 208
554
10 1174

Wzér interpolacyjny Gregoryego-Newtona z réznicami progresywnymi ma postac

fo=0+0)Ffo,

czyli fo=.............
1 12 71
f= <1+pA+p(p )2 PP 3)(" )A3+...>f0
-2
— fo+ pfo + POV oy LR DO=2) gy g
Podstawiajac odpowiednie wartosci z tabeli, otrzymujemy
F(5,5)=fr=0iiiini...
214,4 72
Poniewaz:
| fw ar | oy | o
2 14
74
Xo — 4 88 112
Xp ———f———— --——_1_ 186 48
X — 6 274 ~--__| 160
346 T--_] 48
8 620 208 Tt -—
554
10 1174
f(5,5) =f, =88 +0,75-186 L 075:(=025) 1 0 075:(=0,25)(=1,25) .
1-2 1-2-3
=88+139,5 -15+ 1,875 = 214,375
" f(5,5) = 214,4
Na koniec jeszcze jeden przyktad.
Przyklad 3
Wyznacz warto$¢ f(—1), dysponujac ponizsza tabela.
X —4 -2 0 2 4 6 8
f(x) 541 55 1 53 | —155 31 1225

Po zakonczeniu obliczen sprawdz je w nastepnej ramce.
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Program 1

f(=1) =10

Ponizej prezentujemy obliczenia; metoda jak poprzednio.

X f(x) Af A*f A3 AYf
—4 541
—486
X0 — -2 55 432
Xp -1 -=-== L _—54 —432
X; — 0 1 T-~L_ 0 384
-54 T~ _—48
2 -53 —48 ~--_] 384
-102 336 | T~ |
4 —155 288 384
186 720
6 31 1008
1194
8 1225
Xo=-2 x1=0; x,=-1 Coh=2 p:%
_ pp—1) o PP-1)(P—-2) 3. PP-1)P—-2)p—3) 4
f,,—fo+pAf0+1.zAfo+ 12 .3 A°fo + 234 A
_ss 1 1034 223 %-(—%)-(—%)( 3)
_55+§-(—54)+ T 5 -0 + 1 2.3 -(—48)+ 5 3.1 -384
=55-274+40-3-15=10
“fh=f(-1)=10

Powyzsza tabela z obliczeniami ma swoje ograniczenia. Gdyby$my chcieli wyznaczy¢ na jej
podstawie warto$¢ f(2,5), okaze si¢ to niemozliwe, poniewaz nie mamy odpowiedniej liczby
dla A*f. W takim przypadku mozemy uciec si¢ do przejscia tabeli zygzakiem, uzywajac réznic
centralnych.

Przejdz do kolejnej ramki.

Réznice centralne

Operator roznicy centralnej 6 dziatajacy na funkgeje f(x) definiujemy wzorem
of () =f(x+h/2) = f(x=h/2).

Wtedy wartos¢ f(x) bliska fo interpolujemy wzorem progresywnym Gaussa

P(P )62f+(p+1)§'(p_1) p+pp-1)(p-2)

1 o+ ...

fo = fo + Pofo.y + 8fouy +

lub wzorem wstecznym Gaussa

Nie mamy obliczonych wartosci w punktach $rodkowych przedzialéw xo + h/2 oraz xo — h/2.
Dlatego bierzemy zamiast nich liczby znajdujace si¢ w tabeli r6znic progresywnych, ale poru-
szajac sie po niej zygzakiem (jak pokazano ponizej). Tak wiec obie tabele réznic (centralnych
i progresywnych) sa identyczne (z wyjatkiem nagléwkow). Jednak rézne sa sposoby porusza-
nia si¢ po nich. Dla przykladu znajdziemy f(2,5) dla funkcji z ramki 59.

>
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xf ) P Ff()
1 4

10
2 14 16
3 40 22

48 6
4 88 28

76 6
5 164 34

110
6 274

Tutaj xo =2, fo=14, ofo.y =26, 8fo = 16, 63f0+% =6, 6'fo=0 oraz p=0,5. Dlatego

0,5-(-0,5) 1,5-0,5-(—0,5)
B
=14+13 -2 - 0,375 = 24,625,

fp=14+0,5-26 + -6

Obliczona warto$¢ jest taka sama jak ta znaleziona za pomocg wzoru Gregoryego-Newtona
z roznicami progresywnymi.

Teraz zrdb obliczenia samodzielnie. Dana jest tabela warto$ci innej funkgji.

x  f(x) ofx)  *fx)  &f(x)
R
3
1 -2 6
9~ 12
2 7 18
T~ T,
3 34 30
57
4 91

Stosujac wzdr progresywny Gaussa, interpolujemy

29
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75 10,576

Poniewaz

. . -1 -1 1
uzywajac wzoru fp = fo + péfo, +%62f0 +%63‘f0& +

i podazajac za linig ciagla w powyzszej tabeli, dostajemy
X0=2, fo=7, &fo,3=27, 6%fo =18, 53f0+% =12o0raz p=0,2,

0,2-(—0,8) 0,2:(~0,8)-1,2
2

12
6

skadf, =7+ 0,2-27 + 18 +
=7+54-1,44-0,384
= 10,576.

Stosujac wzdr wsteczny Gaussa (podazajac za linig przerywang)

fo=fo+psfyy + DL Doy POV D

gdzie ofo_;=9 oraz 63fo_% =12, mamy

0,2-1,2 0,2-1,2:(-0,8)

fr=7+02:9 4225 18+ c 12

=7+18+2,16 - 0,384 = 10,576.

Otrzymany wynik jest taki sam jak ten znaleziony wzorem progresywnym Gaussa.

Przejdz do kolejnej ramki.

76 Roéznice wsteczne Gregory’ego-Newtona

Widzielismy, ze w metodzie réznic progresywnych Gregoryego-Newtona brakowalo nam da-
nych, gdy chcielismy interpolowa¢ funkcje w punktach lezacych blisko konca tabeli. Widzie-
lismy tez, Ze problemu mozna unikng¢, stosujgc réznice centralne. Jednak nawet postugujac
sie réznicami centralnymi, moze zabrakng¢ nam danych, zanim przejdziemy do konca tabeli.
W takiej sytuacji uciekniemy si¢ do wzoru Gregoryego-Newtona z réznicami wstecznymi

fo=fot pafa +PE D arp, (PEEUEH2) oy

Jako przyklad spdjrzmy na tabele z ramki 74.

x f(x) Af A2 A3f
1 4

10
2 14 16

26 6
3 40 22

48 6
4 88 28 -~

76 _--" 6
5 164 _ -~ 34

--—7110

6 274
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Uzywajac tej tabeli, mozemy wyznaczy¢ f(5,5), przechodzac ja wzdluz linii przerywanej.

0,5-1,5 0,5-1,5-2,5
— g Nt

0,5'1,5-28+ 0,5-1,5-2,5-6
2 6

f(5,5) =fo+ O.5Af1+ A*f

=164+ 0,5-76 +

= 214,375

W kazdym z przykladéw, ktére dotychczas rozwazyliémy, w pewnym miejscu tabeli roznic £ £
otrzymywalismy kolumne zer. To wyznaczalo nam liczbe skltadnikéw we wzorach interpo-
lacyjnych. Zera pojawialy si¢ dlatego, ze funkcje, ktdre bralismy pod uwage, byly wielomia-

nami. W kolejnym przykladzie zobaczymy tabele réznic bez kolumny zer. W takim przypadku

liczba sktadnikéw wzoru interpolacyjnego zalezy od przyjetej przez nas dokladnosci.

Przyklad

Stosujac metode rdéznic progresywnych Gregoryego-Newtona, znajdziemy £(0,15) z doklad-
noscia do czterech cyfr znaczacych, dysponujac nastepujaca tabelg réznic skonczonych.

x F(x) Af A2f NG
0 0,000000
0,099833
0,1 0,099833 —0,000997
SN 4_ 0,098836 —0,000988
0,2 0,198669 T — _ —0,001985
0,096851 T — L | —0,000968
0,3 0,295520 —0,002953 Tt~ _
0,093898 —0,000937
0,4 0,389418 —0,003890
0,090008
0,5 | 0,479426

Mamy tu xo=0,1, x=0,2, x,=0,15, skad p=0,5 oraz
-1 -1 -2
fo=fo-+pafo + P D a2y POZ D02 oy

=0,099833 + % - 0,098836 + % : (— %) (—=0,001985)/2
1 1

3

+ 3 <_§) : (— Z) -(—0,000968)/6 + . ..

= 0,099833 + 0,049418 + 0,000248 — 0,000061 + ...

= 0,1494 z dokladnoscig do czterech miejsc po przecinku.

Jak wida¢, obliczenia mozna kontynuowa¢. Konczymy je wtedy, gdy osiggniemy wymagang
liczbe cyfr znaczacych interpolowanej wartosci funkcji.
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Program 1

Interpolacja Lagrange’a

Jesli linia prosta p(x) = ap + a1x przechodzi przez dwa punkty (xo, f(x0)) oraz (x1, f(x1)), gdzie
do i aq sg stalymi, to jej réwnanie mozna napisa¢ w postaci

X — X1 X — Xo
X X
Xo—X1f( 0)+X1_X0f( 1),

p(x) =

Na przyktad linia prosta p(x) = 3 + 2x przechodzi przez dwa punkty (1, 5) oraz (2, 7). Podsta-
wienie tych warto$ci w odpowiednie miejsca powyzszego réwnania pokazuje alternatywna
postac rownania tej proste;j:

x—2 x—1
p(X):172-5+271'7:10*SX+7X*7:3+2X'

Dlatego majac dwa punkty jak w ramce 59, tj. (2, 14) oraz (3, 40), i stosujac interpolacje li-
niowg, otrzymujemy

F(2,5) ~p(2,5)=...cove...

27
Poniewaz:
- X — X1 X — Xo
PO) = = Fl0) + 5= ()
x—3 xX—2
_273-14+372~40_26x—38,
skad

£(2,5) ~ p(x) = 26(2,5) — 38 = 27.

Zasada interpolacji Lagrangea dla funkeji danej przez zbiér punktéw polega na tym, ze zakla-
damy, ze ta funkcja zachowuje si¢ jak wielomian p(x) przechodzacy przez te wszystkie punkty.
Nazywamy go wielomianem interpolacyjnym. Ma on rzad o jeden mniejszy niz liczba
punktéw, ktérymi dysponujemy. Dla dwoch punktéw wielomian interpolacyjny jest liniowy
tak jak widzieliSmy to w ostatnim przyktadzie. Dla trzech punktéw jest to juz wielomian kwa-
dratowy, dla czterech punktéw szescienny itp.

Tak samo jak poprzednio mozna pokazac, ze wielomian kwadratowy
p(x) = ap + arx + ax?,
przechodzacy przez trzy punkty (xo, f(Xo)), (X1, f (x1)) oraz (xz, f (x2)), mozna zapisac jako

(X —x1)(x — x2)
X0 — X1)(X0 — X2)

IC(XO)+ (X_XO)(X_XZ) f(xl)+ (X_XO)(X_Xl) f(XZ).

p(x) = ( (1 — x0) (X1 — x2) (x2 — X0)(X2 — x1)
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Sprébujmy. Mamy nastepujacy tabele wartosci funkcji:

X f(x)
1,5 0,405
2,1 0,742
3 1,099
Stosujac interpolacje Lagrangea, mamy f(1,8) ~............ z doktadnoscig do dwdch miejsc
po przecinku.
0,58

Poniewaz:

(X*Xl)(X*XZ) f(X0)+ (XﬁXO)(Xi)(Z) f(xl)+ (X_XO)(X_XI) f(XZ)

Xx) =
P (X0 — X1)(x0 — X2) (X1 = X0) (X1 — x2) (x2 — x0)(x2 — X1)
(x—2,1)-(x—3) (x—1,5)-(x—3) (x—1,5)-(x—2,1)

= .0, .0, 1,
d5-21)015-3 M *ta 1152123 "2 3215 .3-21) "
x2 - 5,1x+ 6,3 X2 —4,5x + 4,5 x2 - 3,6x+ 3,15

_ . _ 1,099

0,9 0,405 + 0,54 0,742 + 1,35

= —0,11x% + 0,958x — 0,784.
Dlatego
f(1,8) = p(1,8) = 0,58 z dokladnosciag do dwdch miejsc po przecinku.

Przygladajac si¢ uwaznie wielomianom interpolacyjnym dla dwdch lub trzech punktow,
powinni$my dostrzec pewien schemat. Napisz, jak wedtug Ciebie powinien wyglada¢ wielo-
mian interpolacyjny dla czterech punktow:

(X —x1)(X — X2)(x — X3) (X — X0) (X — X2)(x — X3)
Xo — X1)(X0 — X2) (X0 —X3)f(xo) * (x1 = X0)(x1 — Xx2)(x1 —X3)f(xl)
(x —x0)(x — x1)(x — x3) Fl) + (x —x0)(x —x1)(x — x2) Flxs)

(X2 — X0) (X2 — x1)(X2 — X3) (X3 —Xx0)(X3 — x1)(X3 — X2)

pix) = (

Teraz zbuduj wielomian interpolacyjny dla punktéw z ponizszej tabeli:

X f(x)
1 0,368
L2 0,301
1,3 0273
L5 0223

f(L4)~............ z dokladnoscia do dwdch miejsc po przecinku.

33
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83 0,25

Poniewaz:

(X—x1)(X—x2)(Xx—x3) (x=x0)(x—x2)(x—x3)
Xo—Xl)(Xo—Xz)(Xo—X3)f(X )+ (X1 —x0) (X1 —x2) (X1 —X3)f(xl)
(x—X0)(x —x1)(x —X3) (X—X0)(x —x1) (X —X2)
(X2 —X0) (X2 —x1)(x2 —X3) (X3 —X0) (X3 —x1)(x3 —X2)
(x-12)-(x-13)-(x—1,5 (x-1)-(x—1,3)-(x—1,5)

PX) =1

f(x3)

f(x2) +

_ )
= (1-12).(1-13)-(1=15) 7" 12 1) 12-13) 1215 !
(x—1)-(x—1,2)-(x—1,5) (x—1)-(x—1,2)- (x— 1,3)
-0,27 -0,22
03-1)13-1L213-15 3T ds-D1,5-1,2)-(1,5-13) »?*
x3—4x% +5,31x—2,34 x3—3,8x%2 +4,75x— 1,95
= o003 10,368 + 0.006 .0,301
x3—-3,7x> +4,5x—1,8 x3—3,5x2 + 4,06x— 1,56
0006 10,273 + 005 0,223
= —0,167x> +0,767x*> — 1,415x + 1,183.
Dlatego
f(1,4) = p(1,4) = 0,25 z dokladnoscig do dwdch miejsc po przecinku.
Ogodlnie wielomian Lagrangea dla n + 1 punktéw xo, x5, . .., X, ma postacé
(X —x1)(x —x2)(- - ) (X — Xn)
X) = "
P = G )0 —x)( )0 — x| 2

(X —x0)(x = x2)(- - 1) (X — Xn)

(X1 = x0)(x1 —x2)(- ) (X1 — Xp
(X —x0)(x —x1)(- - ) (X — Xn-1)

(Xn — X0)(Xn — X1)(- - ) (Xn — Xn_1)

)+
[ (xn).

W tym miejscu konczymy ten program. Dokladnie przeczytaj Podsumowanie, a nastepnie
odpowiedz na pytania z listy kontrolnej Czy potrafisz?. Jesli czujesz, ze wystarczajaco opano-
wale$ material tego programu, sprobuj rozwigza¢ Zadania sprawdzajace. Rob to powoli, pra-
cujac w swoim tempie. Nie musisz si¢ spieszy¢. Sekcja Dalsze wyzwania zawiera kolejne pou-
czajace ¢wiczenia.
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Podsumowanie 1

1

Zasadnicze twierdzenie algebry mozna sformutowa¢ nastepujaco:
Kazdy wielomian f(x) = a,x" + a,_1x" ! + - - - + a;x + ap mozna zapisa¢ jako iloczyn n czyn-
nikéw liniowych:

FX) = an(x = 1) (x = 12)(-- )% = i)

Zwigzki miedzy wspotczynnikami a pierwiastkami réwnania wielomianowego

Jesli wielomian o wspdlczynnikach rzeczywistych a; ma pierwiastek zespolony, to jego
sprzezenie tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Jesli «, 3,7, ... sa pierwiastkami réwnania
PoxX" + prx" N+ pax"? - 4 puix + pu =0,
w ktorym po # 0, to:
)41

suma pierwiastkow = —P—;
0

: S P2
suma iloczynéw pierwiastkow, po dwa naraz = X

o
. z . . 2 _ P3
suma iloczynéw pierwiastkow, po trzy naraz = —p—;
0

. AR nPn
suma iloczynéw pierwiastkéw, po n naraz = (—1) 7o'
0

Rownania szescienne

Posta¢ zredukowana

Kazde réwnanie szeécienne postaci x3 + ax? + bx + ¢ = 0 mozna zapisaC w postaci zre-
. . " a

dukowanej y® + py + q = 0, stosujac podstawienie x =y — 3

Metoda Tartaglii

Kazde rownanie szeScienne o wspoélczynnikach rzeczywistych ma przynajmniej

jeden pierwiastek rzeczywisty. Mozna go znalez¢ analitycznie, stosujac metode Tartaglii.
Pierwiastkiem rzeczywistym réwnania x> + ax + b = 0, gdzie a > 0, jest

1/3 1/3
(2 a_3+b_2)/ +<_2_1/£+b_2>/
B 2 27 4 2 27 4 i
Jesli a < 0, najlepiej uciec sie do metod numerycznych.

Metody numeryczne

Polowienie przedziatu
Metoda potowienia przedziatu, stuzaca do znajdowania rozwigzania réwnania f(x) = 0,
polega na:

znalezieniu warto$ci x, dla ktorej f(x) < 0; powiedzmy, Ze bedzie to x = a;
znalezieniu wartosci x, dla ktorej f(x) > 0; powiedzmy, ze bedzie to x = b.

Rozwigzanie réwnania f(x) = 0 musi leze¢ pomigedzy a oraz b. Co wiecej, musi leze¢ albo
w pierwszej polowie tego przedzialu, albo w drugiej potowie.
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11

12

Program 1

Numeryczne rozwigzywanie rownan metodq iteracji

Proces znajdowania przyblizonego rozwigzania réwnania

f(x)=0
metodg iteracji polega na znalezieniu przyblizonego rozwigzania, ktérego nastepnie uzy-
wa si¢ do otrzymania rozwigzania dokfadniejszego. Te procedure powtarzamy az do mo-
mentu, w ktérym znalezione rozwigzanie osiaggnie zagdang doktadnos¢.
Uzycie arkusza kalkulacyjnego

Procedury iteracyjne mozna efektywnie stosowacé, uzywajac arkusza kalkulacyjnego.

Metoda iteracyjna Newtona-Raphsona

Jesli x = xo jest rozwigzaniem przyblizonym réwnania f(x) = 0, lepsze przyblizenie x = x;
uzyskujemy jako

f(xo) f(xn)

f'(xo) f'(xXn)

Zmodyfikowana metoda iteracyjna Newtona-Raphsona

X1 = Xo — i ogdlnie X, 11 = x, —

Jesli w metodzie Newtona-Raphsona pochodna f'(xo) jest na tyle mata, Ze x; jest gorszym
niz xo przyblizeniem rozwiazania réwnania, to x; uzyskujemy, stosujgc inny wzor

_ —2f (xo)
EROE )
W kolejnych iteracjach uzywamy wzoru X,1 = X, — ,7:/ (();n))
Interpolacja
Liniowa
Graficzna

Wzér interpolacyjny Gregoryego-Newtona z réznicami progresywnymi
-2
fi):ﬁ)"'_pAﬁ)"'_p(p )Azf +P(p ?))'(p )A3ﬁ7+
Wzory interpolacyjne Gaussa z roznicami centralnymi
Progresywny wzor Gaussa

-1
fo = fo + Pofosy +p(p2, L e2fy +

P+ Dpp=D g PO DP=2) g,

Witeczny wzor Gaussa
+ +1)p(p—1

p+ 2 Upp =T g

(53]%,% +
Wzor interpolacyjny Gregoryego-Newtona z réznicami wstecznymi

b= forpafy + P g POTDOLD) s
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13 Interpolacja Lagrangea
Jesli linia prosta p(x) = ao + a1x przechodzi przez dwa punkty (Xo, (o)) oraz (x1,f(x1)),
gdzie ap oraz a; sg stalymi, to wielomian interpolacyjny (linia prosta) ma postaé
X — X1

px) = F(x0) +—2 f(xy),

X — X1 X1 — Xo

Kwadratowy wielomian interpolacyjny przechodzacy przez trzy punkty (o, f(Xo)), (X1, (x1))
oraz (X2, f(x2)) ma postaé
(x—x1)(x —x2)
Xo — Xx1)(X0 — X2)

(X —X0)(x — x2) (X — Xo0) (X — x1)
(o~ x0) (a1 —x)! XV F (2 —Xo0) (X2 — x1) f(x2).

p(x) = ( f(x0) +

Szeécienny wielomian interpolacyjny przechodzacy przez cztery punkty (xo,f(xo)),
(x1,f(x1)), (X2, f (x2)) oraz (¥3, f (x3)) ma postaé

(x —x1)(x — x2)(x — x3)
Xo — X1) (X0 — X2) (X0 — X3)

(x —x0)(x —x1)(x — x3)
(X2 — Xo)(x2 — x1)(X2 — X3)

(X = Xo0)(x = X2)(X — x3)
flxo)+ (%1 —x0)(x1 — x2)(x1 — x3) A
Flag) 4 Km0 =x2) o

(X3 —X0)(x3 — X1)(X3 — X2)

p(x) = (

Wielomian interpolacyjny przechodzacy przez n + 1 punktéw ma postac
(= x1)(x = x2)( - ) (X = Xn) (X = Xo) (X = X2)(- - ) (X = Xn)
(o —x) 00 —32)( )00 — ) )% Gy =) = 22) () =)

(X = X0) (X = x1) (- ) (X = Xn-1) Fsn)

(Xn = x0)(Xn — x1) (- ) (Xn — Xp—1)

p(x) =

X1) 4o

Czy potrafisz?

Lista kontrolna 1
Wypetnij te liste dwukrotnie: przed i po rozwigzaniu Zadan sprawdzajgcych.

Ocen w skali od 1 do 5, czy potrafisz: Ramki
« zrozumie¢ znaczenie zasadniczego twierdzenia algebry; do
Tak [ [ [ [ [ Nie

o wyznaczy¢ dwa pierwiastki rownania kwadratowego i dostrzec,
ze pierwiastki zespolone wielomianéw o wspdlczynnikach rze-

czywistych wystepuja w parach wzajemnie sprzezonych; [4]do[ 6|
Tak [ [ [ [ [ Nie

o zastosowac zwigzki miedzy wspolczynnikami a pierwiastkami wielo-
mianéw do znajdowania pierwiastkéw wielomianow; do
Tak [ [ [ [ [ Nie

« wyznaczy¢ posta¢ zredukowang réwnania szesciennego; do

Tak [] [] [] [] [] Nie
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zastosowa¢ metode Tartaglii do znalezienia pierwiastka rzeczy-

wistego réwnania sze$ciennego; do
Tak [ [ [ [ [ Nie

znalez¢ rozwigzanie réwnania postaci f(x) = 0 metoda polowie-

nia przedzialu; do
Tak [ [ [ [ [ Nie

rozwigzywac¢ réwnania z jedng niewiadoma rzeczywista metods ite-

racji oraz wspomoc sie w tym arkuszem kalkulacyjnym; do
Tak [ [ [ [ [ Nie

rozwigzywac réwnania metodg iteracyjng Newtona-Raphsona; do
Tak [ [ [ [ [ Nie

stosowa¢ zmodyfikowang metod¢ Newtona-Raphsona do znajdo-

wania pierwszego przyblizenia, gdy pochodna jest mata; do
Tak [ [ [ [ [ Nie

zrozumie¢ znaczenie interpolacji i stosowa¢ interpolacje liniowa

i graficzna; do
Tak [ [ [ [ [ Nie

stosowa¢ wzor interpolacyjny Gregoryego-Newtona z réznicami

progresywnymi i wstecznymi dla réwno rozmieszczonych weztéw; do
Tak [] [] [] [] [] Nie

ig(xﬁ\(/)ve;g Zvr\;zi(;gzlcrlztsrrll;(c)}lla‘c/\?g;)é Vf]};aussa z roznicami centralnymi dla w0 [77]
Tak [ [ [ [ [ Nie

:fgi(;\;vifi égsgggqg Lagrange’a, w przypadku gdy wezly nie sg réw “
Tak [ [ [ [ [ Nie

Zadania sprawdzajace 1

1

Wiedzac, ze x=-1++3i jest jednym z pierwiastkow réwnania kwadratowego
o wspolczynnikach rzeczywistych, znajdz drugi pierwiastek oraz napisz to rdwnanie.

Rozwiaz rownanie sze$cienne 2x3 — 7x* — 42x + 72 = 0.

Zapisz réwnanie szescienne 3x3 4+ 5x + 3x + 5 w postaci zredukowanej i znajdz jego pier-
wiastek rzeczywisty metodg Tartaglii.

Metodg polowienia przedziatu rozwiaz réwnanie x* — 5 = 0 z doktadnoscig do czterech
cyfr znaczacych.

Metodg Newtona-Raphsona znajdz dodatnie rozwigzanie ponizszego réwnania z doklad-
noscia do szesciu cyfr po przecinku:
cos 3x = X,
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6 Zmodyfikowang metoda Newtona-Raphsona znajdz z doktadnoscia do szesciu cyfr po
przecinku rozwigzanie réwnania
x*—6x*+13x-9=0
lezace blisko x = 2.

7 Dysponujac ponizsza tabelg

f(x)

0
19
70

171
340
595

NN W NP xR

wyznacz przyblizong warto$¢:

(a) £(2,5), stosujac wzdr Gregoryego-Newtona z rdznicami progresywnymi;
(b) £(3,4), stosujac wzor Gaussa z rdznicami centralnymi;

(c) £(5,6), stosujac wzor Gregoryego-Newtona z réznicami wstecznymi.

8 Dysponujac ponizsza tabelg

X f(x)
1 4
2 -9
5 ~108

wyznacz metodg interpolacji Lagrange’a przyblizong wartos¢ f(2,2).

Dalsze wyzwania 1
-1-V3i —1+i

1 Wiedzac, ze x=———— oraz x =

2 V2

o wspolczynnikach rzeczywistych, znajdz dwa pozostale pierwiastki i napisz to réwnanie.

sg pierwiastkami réwnania czwartego stopnia

2 Rozwigz réwnanie x* — 5x% — 8x + 12 = 0, wiedzac, ze suma dwdch jego pierwiastkow
wynosi 7.

3 Wyznacz warto$ci parametréw p, g, dla ktorych wielomian f(x) = 2x3 + px> + gx + 6 jest
podzielny (bez reszty) przez (x — 2)(x + 1).

4 Wiedzgc, ze reszta z dzielenia wielomianu f(x) = 4x* + px® — 23x% + qx + 11 przez
2x% 4+ 7x + 3 wynosi 3x + 2, wyznacz wartosci parametrow p, q.

5 Wiedzac, ze dwa pierwiastki rownania x* — 2x?> — 9x + 18 = 0 sg liczbami przeciwnymi,
znajdz wszystkie jego pierwiastki.

6 Rozwiaz rownanie x3 — 7x% — 21x + 27 = 0, wiedzac, ze jego pierwiastki tworzg cigg geo-
metryczny.

7 Napisz réwnanie, ktorego pierwiastkami sa pierwiastki réwnania x* +x%+9x+9 =0
powiekszone o 2.

8 Napisz réwnanie, ktérego pierwiastki sa wigksze o 3 od pierwiastkdéw rédwnania
x*—4x* +x+6=0.
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Program 1

Rozwigz rownanie 4x3 — 4x? — 5x + 3 = 0, wiedzgc, ze ma ono dwa pierwiastki, ktérych
suma jest 2.

Rozwiaz réwnanie x* — 10x% + 8x + 64 = 0, wiedzac, ze iloczyn jego dwoch pierwiastkow
jest liczbg przeciwna do trzeciego pierwiastka.

Napisz rownanie, ktérego pierwiastki s3 o 2 wigksze od pierwiastkéw réwnania
2x* = 3x* —11x + 6 = 0.

Udowodnij, ze jesli o, 3, v sg pierwiastkami réwnania x> + px? + gx +r = 0, to
of + 57 ++7 = p* - 2q.

Metoda Tartaglii znajdz pierwiastek rzeczywisty réwnania 2x3 + 4x — 5 = 0 z dokladno
$cig do czterech cyfr znaczacych.

Rozwigz rownanie x3 — 6x — 4 = 0.

Zapisz réwnanie x> + 6x% 4+ 9x +4 = 0 w postaci zredukowanej i znajdz jego trzy pier-
wiastki.

Pokaz, ze rownanie x* + 3x?> — 4x — 6 = 0 ma pierwiastek pomiedzy x = 1 oraz x = 2.
Metodg iteracyjng Newtona-Raphsona znajdz go z dokladnoscia do czterech cyfr
znaczgcych.

Znajdz pierwiastek rzeczywisty rbwnania:

@) x*+4x+3=0, (b)5x*+2x—1=0.

Rozwiaz réwnania:

(@A) x*—5x+1=0, (b)x*+2x—-3=0,

()x*—4x+1=0.

Zapisz ponizsze rownania w postaci zredukowanej i znajdz ich pierwiastki:
(@) x* +6x>+9x+5=0,

(b) 8x3 +20x%> + 6x—9 =0,

(c) 4x3 —9x*> +42x — 10 = 0.

W ponizszych zadaniach zastosuj metodg iteracyjng Newtona-Raphsona.

(a) Pokaz, ze rownanie x> + 3x* + 5x + 9 = 0 ma pierwiastek pomiedzy x = -2 a x = -3.
Podaj jego przyblizenie z doktadnoscig do czterech cyfr znaczacych.

(b) Pokaz graficznie, ze réwnanie ¢ = 25x — 10 ma dwa pierwiastki rzeczywiste oraz

znajdz wigkszy z nich z doktadnoscia do czterech cyfr znaczacych.

(c) Sprawdz, ze réwnanie x — cosx =0 ma pierwiastek blisko x = 0,8 oraz znajdz go
z dokladnoscia do trzech cyfr znaczacych.

(d) Wyznacz graficznie przyblizong wartos¢ pierwiastka réwnania 2Inx =3 —x,
a nastepnie oblicz ten pierwiastek z dokladnoscia do czterech cyfr znaczacych.

(e) Sprawdz, ze réwnanie x* 4+ 5x — 20 = 0 ma pierwiastek blisko x = 1,8. Wyznacz go
z dokladnoscia do pieciu cyfr znaczacych.

(f) Pokaz,zerdéwnaniex + 3sinx = 2ma pierwiastek pomiedzyx = 0,4ax = 0,6. Wyznacz
go z dokladnoscia do pieciu cyfr znaczacych.

(g) Rownanie 2 cosx = ¢* — 1 ma pierwiastek pomiedzy x = 0,8 oraz x = 0,9. Wyznacz go
z dokladnoscia do czterech cyfr znaczacych.

(h) Réwnanie 20x* —22x%>+5x—1=0 ma pierwiastek blisko x =0,6. Wyznacz go
z dokladnoscia do czterech cyfr znaczacych.
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21 Pewien wielomian jest okreslony ponizsza tabelg wartosci.

411

X 2 4 6 8 10
y=r(x) -7,00 9,00 97,0 305 681
Wyznacz:

(a) f(4,8), stosujac wzér Gregoryego-Newtona z réznicami progresywnymi;
(b) f(7,2), stosujac wzoér Gaussa z réznicami centralnymi;

(c) £(8,5), stosujac wzor Gregoryego-Newtona z réznicami wstecznymi.

22 Dla funkgji f(x)

X 4 5 6 7 8 9 10
f(x) -10 12 56 128 234 380 572
wyznacz:

(a) f(4,5) oraz f(6,4), stosujac wzor Gregoryego-Newtona z réznicami progresywnymi;
(b) (7,1) oraz f(8,9), stosujac wzdr Gregoryego-Newtona z réznicami wstecznymi.

23 Dla funkgji okreslonej w ponizszej tabeli

X 2 4 6 8 10 12
(%) -9 35 231 675 1463 2691
wyznacz (a) f(2,6) oraz (b) f(7,2).

24 Dla funkcji okreslonej w ponizszej tabeli

p —4 -2 0 2 4 6 8
f(x) 277 51 1 ~17 | —147 | —533 | -1319
wyznacz:

(a) f(—3) oraz f(1,6), stosujac wzor Gregoryego-Newtona z réznicami progresywnymi;
(b) £(0,2) oraz f(3,1), stosujac wzoér Gaussa z réznicami centralnymi;
(c) f(4,4)oraz f(7), stosujac wzor Gregoryego-Newtona z réznicami wstecznymi.

25 Dysponujac ponizsza tabelg

X f(x)

-1 ~2,71828
3 ~0,04979
5 ~0,00674

wyznacz warto$¢ f(3,4) metoda interpolacji Lagrange’a.
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26 Dysponujac ponizsza tabela

X )
6 0,801153
7,2 ~0,82236
~0,73922
13 0,994808

wyznacz warto$¢ f(8) metoda interpolacji Lagrangea.

27 Dysponujac ponizszg tabelg

X f(x)

-2 ~2,63906
0 ~2,48491
5 ~1,94591
6 ~1,79176

wyznacz metodg interpolacji Lagrange’a warto$ci:

() f(=0.8), (b)f(0,8), (c)f(5,5)



